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摘要

先の論文で・零温度 ・零密度で厳密に解 くことができるThirring模 型において、熱力学ポテ

ンシャルの密度依存性に関する過去の著者の結果と他の研究者の結果が異なるとの指摘を受け

て再計算 した結果、著者の計算に誤 りがあること、さらに2ル ープでは他の研究者と結論が0

致することを確認 した。本論文では、その計算の誤 りに付随して、n点 頂点関数(温 度グリー

ン関数)の 解に誤 りがあるかどうかを、再検討 した。その結果、過去の論文の解に誤 りはない

ことを確かめた。

1.は じめ に

近年、有 限温度 ・有 限密度 における場 の量子 論へ の関心が高 まってい る。その観点か ら、先

の論文1)(以 下 、"論 文1"と 引 用す る)で は、零温 度 ・零密度で も厳密 に解け る(massless)

Thirring模 型2)に つ いて、過去の筆者 の論文3)(以 下 、"論 文II"と 引 用する)と 他 の研究者の

論文4)と の 矛盾 の指摘5)を 受 けて、再計算 を行 い矛盾 は著者 の計算の 間違い によるものである

ことを確 認 した。 しか しなが ら、論文1で は、熱力学 ポテ ンシャルの密度依存性 のみを考 え
、

零温度(T=0)の 場 合 を考えた ことを別 に して も、 い くつか課題が残 っていた。その1つ に

『熱力 学 ポテ ンシャルの2ル ープ は、boson(φ,φ)場 のself-energy(Σ φφ(K)等)に 伝 播 関

数D(K)を 掛 けてKで 積分 を した形であるので、Σφφ(K)等 が 化学ポテ ンシャル μに依存 しな

い とい う議論 は誤 りである可能性が ある(少 な くとも再確 認す る必要 があ る)。 もし、そ うで

あるの な らば、0般 の温度 グリー ン関数(n点 頂 点 関数)も 修正 が必要になる。』が ある。
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本 論文 では、この課題 を検討 す る。そ の結果、 『boson(φ,φ)場 のself-energy(Σ φφ(K)

等)は 温度Tに も化学ポテ ンシ ャル μにも依存 しない。すなわち、 この点につ いて論文Hの 修

正 は必要 ない。』 とい う結論が得 られた。

以下、H節 で、計算 に必要 な表式 をま とめる。 皿節で は、 まず、boson場 のself・energyの 検

討 を行 う。IV節 で 、2ル ープでの熱力学 ポテ ンシャルをself-energyを 用 いて計算 し、論文1の

結 果 と比 較す る。V節 で ま とめを行 う。附録Aで は、self-energyの 計 算 において、積 分 を正則

化 し発散 を きちん と処理 し実行す る。 附録Bで は、fermionのselfenergyΣ ψの表式 を与 える。

皿.実 時間および虚時間形式での温度伝播関数

この節では、論文1で は省略 したが、以下の計算 に必要な温度伝播関数(thermalpropagater)

な どの表式 をまとめる。論文1、Hと 同様に、微 分結合模型で解析す る。

£ ・=ψ 吻ψ+gJPJρ(JP=ψrγ ρψ)(1)

→///^N-/V一 鋤+1(∂ ρφ)2+1(∂ ρφ)2+αJρ ∂ρφ+師(2)

JP=ψ ッρッ5ψ=6ρ σ」σ,29=b2一 α2(3)

有 限 温度 ・有限密度におけ る温度 グリー ン関数Gは 、

Tr(Tψ … ψψ … ψe一 β(H一ｵQ))

(4)G-
Tr(e一 β(H一μQ))

で 与 え られ る。 こ こで、HはHamiltonianで あ り、Q=∫ 伽1ψ ッoψは フェル ミオ ン数演=算子

(fermion-numberoperator)で あ る。 μは密度 に対応 する化 学ポテ ンシャルであ る。

温度 グリー ン関数の生成汎関数(generatingfunctional)は 、

Z(ξ ξ)-z(o,・)一 ・/[dσ ψ][d・ψ][d・φ][d・φ]exp{2」

C((/`^N-_/"V+勲+ψξ)d2x}(5)

で、時間について一Tと一丁一弱 を端点に持つ複素平面上に経路Cを とると、通常の経路積分の

方法が使用できる。

Z(る ξ){・ ゐ
(6)

£奮πt(z)

Zo(ξ,ξ,η,カ)

z(o,・)-1exp2嫌)d2z}Zo(る 編)
η+。

卦 阿 δ毒)腕 δ毒)]・ 滅z)犠)

exp{一%[ξ@)S(x-〃)ξ(y)+1η(記)D(x-y)η(〃)

+12(x)D(剛 力ω)]d2xd2y}

(7)

(8)

こ こ で、Z(0,0)は 、Z(ξ=0,ξ ・=0)=1と 規 格化 するための因子である。 また、S(xy)、

D(x-y)は 、 自由場 の温度伝播 関数 で、

盛クS(x-y)=δ(x-!ノ)(9)
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一□ ・D(xy)=δ(x-!ノ)q①

の 解であ る。 δ(x-y)は 、 時 間については経路C上 で定義 された δ関数で ある。 また、 これ

らの温度伝播 関数は、

S(x° 一 〃0,xl-〃1)==-eβ μ3(x°-2β 一yO,xl-〃1)(ID

D(x°-yo,xl-〃1)=D(x° 一 盛β 一yo,xl-1ワ1)⑫

の境 界条件(KMS条 件6))を 満 たす。

先進(advanced)お よ び遅延(retarded)伝 播 関数 との関係が簡単であ るため、 ここで は、

実時間形式7)・8)と して閉時間経路形式8)を 用 い る。経路CはC1(-7→T),C2(T→-z),C3(-7

→-7一 盛β)を とる。 ここで、T→ ○○とした とき、外線 を持つ温度 グリー ン関数においては経路

C3は 考慮 する必 要はない ことが知 られてい る9)・'o)。そ の ため温度伝播 関数 は2×2の 行列 にな

る。fermion(ψ)のfreepropagaterは

Sll(P)

812(P)

S2、(P)

s22(P)

nFApo)

1
十2π 乞δ(P2)nF(po)アP2十i
E

-2π 盛[θ(-po)-nF(po)]δ(P2)P

-2π 葛[θ(p。)-nF(p。)]δ(P2)ア

1

P2-iE+2π 盛δ(P2)nF(p・)ア

e(一po)e(po)

eβ(P。一μ)+1+e一 β(P。一μ)+1

3

ハ
田

励

(切

q

α

q

q

⑰

boson(φ,φ)のfreepropagaterは

D11(K)

D12(K)

D2i(K)

D22(x)

nB(んo)

1
-2π 乞δ(、κ2)nB(んo)

KZ十iE

-2π6[θ(一 んo)+nB(ん 。)]δ(KZ)

-7T'Z[θ(たo)十nB(たo)]δ(K2)

1
-2π 乞δ(1ぐ2)nB(んo)

K2-iE

l

eβ1んol-1

紛

9

心
Ψ

D

q

q

e

⑦

⑳

一 方
、 虚 時 間 形 式7)・'1)・'2)では 、fermionのfreepropagaterお よ びbosonのfreepropagaterは そ

れ ぞ れ 以 下 の よ う に 与 え ら れ る 。 経 路Cは(0→ 一 盛β)で あ る 。

5(P)一 》一毒ア ㈱

D(K)-1K2⑳

po==(2γLp十1)π 丁 乞十 μ,んo==2η たπT2(25》

こ こ で 、 πp、 ηんは 整 数 で あ る 。

一55一



総 合 研 究 所 所 報

皿.φ お よび φ場 のself-energy

この節では、温度グリーン関数(n点 頂点関数)に 対する問題を再検討するために、φおよ

びφ場のself-energyの温度 ・密度依存性を再計算する。実質的に同じなので、具体的な計算は

φ場の場合のみを示す。 φ場については、附録Aを 参照のこと。

皿.A.実 時間形式での計算

まず初めに、実時間形式(閉 時間経路形式)で 、self-energyの計算を行い、その温度 ・密度

依存性について調べ る。温度 ・密度依存性に関心があるので、零温度 ・零密度部分 を除いた

パー ト・すなわち・δΣおも(K)喝 も(K)一 Σおも(K)
T=ｵ=。 等を計算する・これらからは・新

しい発散は生じない。例として、δΣ誌(K)を 計算する。なお、論文Hと は2だ け定義が異なる

が、本論文では、虚時間形式での定義 と合わせるために通常の定義にしたが うことにする。

邸)一 一α2/畜2聯 アー功 】(P2娠+2π2δ(P2)nF(p・))

×((1P -K)2+2E+2π 葱δ((P-K)2)nF(凶))

11

P2十iE(P-K)2十iE

-a22dP[(P-K)・Kδ((P-K)2)nF(P・ 一 ん・)

一P・Kδ(P2)ηF(P・)]

右 辺 第1項 は、係数 α2/π を除いて、

幽 五 ンp・21Pと た1{(po一 んo)ん・一(p-k)k}{δ(p・+IP一 たD

十δ(PO一 た0十IP一 た1)}ηF(PO一 た0)

一 尤 ⑫1んolP一 た1一た(P一た)一 んol無 竺鴇(p-k
+1)oo21P一 たleβ(IP一 ん1一μ)十1

・=2んoμ

同 様 に 右 辺 第2項 は 、 係 数 α2/π を 除 い て 、

一ノ〔 砿 吻・
2ら1

φφ φφ

き る 。 例 え ば 、

δΣ島(K)-m(一 α)(2πの2/
2畠2(-1)聯 玖剛

㈱

⑳

(Poんo-Pん){δ(po-InD十 δ(po十Ipl)}nF(po)=-2たoμ ㈱

よ っ て 、 δΣ11(K)ニ0と な る13),14)。他 の δΣη(K)も 同 様 に し て 、0で あ る こ と を 示 す こ とが で
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×[θ(P。)-nF(P。)]δ(P2)[θ(ん 。-P。)一 ηF(Prん ・)]δ((P-K)2)

‐ia2Jd2P[(P‐K)2{(P‐K)2‐2P2‐K2}+PZ(P2‐KZ)]

×δ(P2)δ((P-K)2)[θ(P。)-nF(P。)][θ(た ・-P・)一 ηF(P・ 一 た・)]

0 (29)

δΣ論(K)一 ・も同様に示すことができる・零温度 ・轄 度の部分には・騰Aで 与えるよう

に、0で はない寄与があったが3)、今の場合は発散 しないので、δΣ協(K)と 同様に0と なる。

また、Σ鵠(K)、 Σ論(K)も 同様に ・となる・

以上のことから、論文IIのn点 頂点関数に関する部分については、修正する必要がないこと

がわかる。 また、その結果を用いた準粒子に関する論文15)の内容にも変更の必要はない。

これは論文1で の指摘 と矛盾しないのであろうか?IV節 との関連もあるが、論文1に も書い

たように熱力学ポテンシャルの計算には、虚時間形式が便利であり実時間形式での計算には

(閉 時間経路法に限らず)技 巧が必要である。これは、熱力学ポテンシャルなどの計算では生

成汎関数の分母Z(0,0)そ のものを計算する必要があ り、経路C3の 効果を無視できないことに

よる9)。このため、上記の結果が直ちに実時間形式で計算 した(2ル ープでの)熱 力学ポテン

シャルが0に なることを意味するわけではない。

皿.B.虚 時間形式 での計算

ここでは、比較 のため虚時間形 式でselfenergyを 計 算す る。

£φφ(K)一 一2丁 涛 乳 β転 一2π δ(P胸)囎 響 ⑳

T≠ ≡T
np=一..罵 劣 ⑳

虚時間形式では、零温度 ・零密度 と有限温度 ・有限密度の部分 を、実時 間形式 のように分離 し

て表現 す るこ とはで きない。 このた め、発 散の処 理(繰 り込 み)が 必要 となる。 こ こで は、

Pauli-Villars-Guptaの 方 法16)で 正 則化 し計算す る。

£φφ(K)一 一α2丁孝 摩
9β転 一2π δ(P胸)

× 監爆 黙 嬰 望諸 ～誰 譜]]

一 α2M2丁 孝 摩
9β娠 一2π δ(p十ん一4)

×P2(K・Pp2
_M2)-Q2(K・Qll2_M2)]

-a2M2[T≠P2(K・Pp2
_M2)-丁 乳92(K・QQ2_M2)

ニoe⑳
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それぞれの積分は発散をしておらず、第1項 と第2項 でcancelす る。 よって、実時間形式の結

果と一致する17)。

Σφφ(K)に ついては・具体的な計算は附録Aで 与えることとし、結果のみを与える。

、b2K2
Σφφ(K)=一

π ⑬

となり、この場合 も実時間形式 と一致する(た だし、論文IIの 結果とは係数2だ け異なること

に注意)。

selfenergyΣ に対 しては、実時間 ・虚時間とも同じ値を与え、当然の結果である。しかしな

がら、虚時間形式の場合、熱力学ポテンシャルの計算に対 しては、論文1と 矛盾しているよう

にみえる。具体的な計算は次のIV節 で与え検討するが、2ル ープの熱力学ポテンシャルはΣφφ

等を用いた形式で書 くことが出来ないことを示 しているのであり、矛盾するものではない。

】V.2ル ープ熱 力学 ポテンシ ャル Ω1(ア=0,μ)

ここでは、虚 時間形式 での2ル ープの熱力 学ポテ ンシャルΩ1の計算 をselfenergy£ を用 いた

表式 で実行す る。 ただ し、論文1と の比較 のため最後 にT→0と す る。

2ル ープでの熱力学 ポテ ンシャルΩ1(T,μ)は 、bosonのselfenergyを 用 いて、

Ω・(T,ｵ)一 一IT享 摩 摩
qβ蠕%2π δ(P胸)

×[α2塁響+b2丑 讐 遷5凋

一IT訟D(K)ド φφ(K)+£φφ(K)]鱒

と、形式 的に書 くことが で きる。 この場合 は、 皿.B節 の 結果 か ら直ち に分か るが発散項のみ

を与 え、繰 り込みの処理 を行 なえば、寄与 はない ことが分か る'8)。

また・2ル ー プでの熱力学ポテ ンシャルΩ1(T,μ)は ・fermionのselfenergyΣ ψを用い て、

Ω・(T,ｵ)一 一塞丁か[S(P)£ ψ(P)]㈲

と、形式的に書 くこともで きる。s(P)は ㈱ 、Σψは附録Bの 働 で与 え られるか ら、

Ω・(T,μ)一 舞
PP鳥2

一斌 讃
1T≠[11eβ(IP十2k十 μpo十p十2たpo十peβ(P+た+μ))+1+1

+
物 ≠2輪 ≒P餐 諜 諾矧 ㈲

・
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右辺第2項 Ω(2)は 、

Ω(2) 一 一
2募2鷹eβ 蔑竺 、罵 畦

×[eβ(P十 μ)eβ(IP十2k十 μ){
eβ(P+μ)+1-eβ(P+2k+μ)+1}鐸 瑞)+1+1

-{
eβ(1P一ｵ)+reβ(P+12k一ｵ)+1}夢 詣)+1+1]

β準 一
4募2塵 幽

×[e(た)θ(P十 た十 μ)十 θ(p十 μ)θ(ん)一θ(P十 μ)θ(一ん)θ(-P一 た一μ)}

一θ(一た)θ(μ一p一 ん)一 θ(μ一P)θ ㈹ θ(P柄 一 μ)+θ(μ 一P)θ(一 た)}]

一 一羨[μ2-A2](A→ ・・)⑳

と な る 。 一一方 、 第1項 Ω(1)は 、

Ω(1)一 瓠 ⑫[右{IPI
eQ(11CI一ｵ)+1-lple云款)1}十 第 ㈱

と計算 される(-1/2は 無 限遠か らの寄与であ る)。 ゆえに、2ル ープの繰 り込 まれた熱力学ポ

テ ンシャルΩf(T=0,μ)は

Ωタ(T=o,μ)ニOeg

と求められる。これは、爾からの結果と一致する。

egや⑳からの結果と論文1の 結果との不0致 はどのように解釈すればよいのであろうか?⑳

を働のような正則化 をせずに計算 し、elk・=1の 条件を使用する前の式

£φφ(K)一 一蕉 ⑫[(た・一ん)[
el摯瑠 諾 甥1]

+(んo十た)轟 矯 拶(舜畿)
1]]㈹

を用 いてeの を計算 す る と、論 文1と 同 じ結果 が 得 られ る。同 様 に、 附録Bの 働 に対 して も

eβ(P・一μ)=-1を 使 う前の式

£ψ(P) 一 一読
eβ磐1[

ツo+ツ1eβ(P・ 一μ)eβんeβ(P+ん+μ)-1

+
p。_2たeβ(P+k一ｵ)+1]

eβ(Iql一ｵ)十eβ(Po一μ

eβ(lql一μ)十1)+eβ(lll欝 ÷1]

po十p十2たeβ(P+k一ｵ)十1

ツ0一 ツ1eβ(P・ 一μ)-eβ 鳶eβ(P+k一ｵ)

+裁 吻[
(41)
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を用 いて、㈲ を計算す る と、論文1の 結果 と同 じ結果 になる。

これ らは、2つ の原因が考 えられ る。(i)(41)はP2=o以 外 に極 を持 たないが、励 はp2ニo以 外

にpo±p± 銃=0の 極 を持 っていて、新 しい極 か らの寄与 を与 える。(ii)eβん・やeβ(P・一μ)の有

無 によって、砺 やpo積 分 時の無限遠か らの寄与が異 なる。

なお、働 では、eβん・=1の 利 用の有無 に関係な く0と なっているが、Ω1(T,μ)[鱒 の 最初 の

式 の右辺]に 対す る正則化 は、(32)の形 にはな らないので、fermion-loop部 分 のみ の正則化で は、

Ω1(T,μ)そ の ものに対す る正則化 には不十分 である。つ ま り、Kの 和 ・積 分の発散 の処理 が

あるため、勧 か ら直 ちに、Ω1(T,μ)=0と す ることはで きない。

これ らの ことは、2ル ー プの熱力学 ポテ ンシャルΩ1(T,μ)はself・energyΣ φφやΣψ等 を用 い

て表現す るこ とが 出来ないこ とを示 している。

V.お わ りに

以上 、『熱力学 ポテ ンシャルの2ル ープは、boson(φ,φ)場 のselfenergy(Σ φφ(K)等)に

伝播 関数D(K)を 掛 けてKで 積分 を した形 をしてい るので、論文1の 結果か ら、Σφφ(K)等 が

化 学ポテ ンシ ャル μに依存 しない とい う議論 は誤 りである可 能性 がある(少 な くとも再確 認す

る必要がある)。』 との疑 問か ら、再検 討を行った。その結果、selfenergy等 に は修正の必要は

な く、論文IIに お ける一般 の温度 グ リー ン関数(n点 頂 点 関数)の 修正 の必要 もない ことが確

かめ られた。

正確 には、2ル ー プ以上 の グラフ も考 える必要が あ るが、bosonのn点 頂 点関数 の場 合 は、

bosonを 外 線に持 ち、その外線 とfermionル ー プ との頂 点においてWard一 高橋恒 等式[論 文Hの

(A・1)]

isdewiS(x-w)櫛 紛 姥 鯛 ω 剛

=is{∂Zv[iD(x-z)]・ 盛3(⑳一 〃)一 ∂zv[乞Dω 一z)]・2S(∬ 一 〃)} ⑫

を用 いる と、2ル ープ以上で は、互い にcancelす る グラ フの存 在 によって全体 として0と なる

ことが示 され る3)。 す なわ ち、1ル ープのself-energyの グ ラフのみを考 えれ ばよい とい う論 文

IIの 結論 は正 しい。

一一方、熱力 学ポテ ンシャル に寄与す る真空泡 のグ ラフについて は、cancelす る か どうかは 自

明ではない。す なわち、"温 度 グリー ン関数(n点 頂 点関数)"と"熱 力 学ポテ ンシャル"は 同

じように扱 えない。 この点へ の考慮 が論文IIで は不 十分 であった可 能性 が高い。熱力 学ポテ ン

シャル(の 高次 ループの寄与)に ついては、別 の機会 に検討 する予 定である。

附録A.正 則化による発散の処理

ここでは、発散する積分をきちんと正則化を行って実行する。
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初めに 実時間形式でのΣφφ(K)・ Σφφ(K)のT一 μ一・部分Σ2φ(K)・ Σ$φ(K)を 再計算す

る。 ここでは、Pauli-Villars-Guptaの 正則化'6)を 用 いる。 また、一部 に赤外発散が生ずるので微

小質量 κを導入 して最後 に κ→+0と す る・ まず ・ φ場 のselfenergyΣ2φ(K)を 計 算す る。

Σ2φ(K)ニ 一α2/
2諾2[T「[4(7)+M)x(1)一 」x+M)]

2α2M2繍2
「[(P-K)2一 κ2網[(P-K)2-M2岡

K・P

[P2+ie][PZ‐MZ+ie]

K・(P-K)

[P2十 葱d[(P-K)2十2司

[PZ‐M2+ie][(P‐K)2‐M2+ie],

2α2M21繍2

-2a2M2r(1)

4πr(2)

[(M2+κ2)x一 κ2-K2+21(・P-P2]2

fdxO(K・(K-KM2+κ2)x)κ2-・

1

dx
O

0

ここで、「(n)はガンマ関数である。⑬の右辺第2項 は、、Pについて奇関数であるので0と なる。

⑬の右辺第1項 はκがないと、x積 分の下限0で 対数発散する(質 量が0で あることからくる

赤外発散である)。 しか しながら、⑬でP積 分は(紫 外)発 散を含 まないので、P-K→Pと 変

数変換で きて、第2項 同様に0と することもできる(ま た、第2項 とcancelす ると考えること

もで きる)。 いず れの場合 も、 Σ9φ(K)=0と な る。

次に、 φ場 のself-energyΣ 脇(K)を 計 算 する。

Σ易φ(K)一 一b2/畜 2[聯P+M)琉5(P-4+M)]

2δ2M21畜2[

[P2十2d[(P-K)2十 凋

[篶 ≦縣 梁5緯…饗}d]
K・(P-K)

[(P‐K)2十ie][(P‐K)2‐MZ十iE]

K・P

[P2-+-iE][PZ-M2+iE]

2K2

[PZ‐M2+ie][(P‐K)2‐MZ+iE)」
㈲

となるが・最初 の2項 はΣ2φ(K)と 同 じであるので0と な り、最後の項 のみが残 る。 したが っ

て 、

Σ易φ(K)一 一462M2K2∠1d4d2P 1

M⇒ ○。 _K2

一4曲2∠1砒
4πr(2)M2-K2x+x2K2

窺1砒 ・ 一 一b2K2?f

2(2π)2[M2-K2x十2x・K・P-P2]2
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と求められる。これが、定義による係数2を 除 き論文Hの 結果である。

最後に、虚時関形式でのφ場のselfenergyΣ φφの計算を実行する。0部 は、実時間形式と同

様にΣφφ(K)と 同じで0と な り、以下の項のみが残る・

£φあ(K)一 一4δ2M2K2丁享 摩
qβ1矯 雑 舞)q)㊨

発散 はT、 μにはよ らないので、㊥ でM→OOを 実 行 した とき残 るの は、T、 μには よらない

値で ある。そ こで、㊨で β→Oc(T→0)と す る と、

丁孝
P→/畜2⑱

βδηP+ηk,n。 → 葱2πδ(po+たo-qo)(49》

で あるか ら、㈲の右辺第3項 、す なわち㈲ と同 じ結果 を与 える。

附 録B・fermionのself-energy£ ψ

ここで は、fermionのself-energyΣ ψ(P)の 表 式 を与 える。

£ψ(P)≡-2咳 丁享
qβδ一2π δ(P胸)綴6①

£易(P)一 一誓 £ψ(P)鴻(P)一 一誓£ψ(P)6D

Σ易は、 α2に比例する項を表わす。Σ急は75を 含むが、 Σ面 とは異な り、結合定数を除きΣ易

と同 じ結果 を与 える。Kapustaの テ キス ト'2)の方 法で計算す ると、

£ψ(P)一 券罵
e諜竺、[諾 ≒譲 諜 篇)+1+1

+
p。与 播 畿 斗 美ッ・μ

一 剥 二d鳶[
P罪 獄 鰐 、-pi雲5誕 睾1]

一裁
eβ窪1[〆 γ十p十'γ 一p-p+十2たp--2た]働

・Y± ≡70±71
,p± …po土p

と求め られ る。 なお、実時間形式で計算 を行 なうと、最後の形の式が得 られる19>。
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