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概要

今 回 の研 究 の主 た る 目的 は、improvedladder積 分 核 を採 用 した硬 熱 ルー プ近 似Dyson-

Schwinger(DS)方 程 式 を用 いてフェル ミオン遅延質量関数 ΣRを 解 くこと、お よび、その解 の

ゲ ー ジ依 存性 の 大 き さにつ いて分析 す るこ とであ る。 この ノー トで は、分析 結果 に関す る

preliminaryな 報 告 を行 なう。

分析 に用い たゲージは一般 のcovariantgaugeの 範 囲内の もので、具体 的 には4種 のgauge

parametersの 値 、 ξeO(Landaugauge),S=0.05,ξ=0.10,ξ=0.15,に 対 して解 を求め

た。

得 られた結果は、 フェル ミオ ン質量の 自発的生成の メカニズ ム(相 転移の次数)に つ いては

ゲー ジの取 り方 による相違 はな く2次 相転 移で ある こと、 しか しその詳細 である相転移温 度

Tcや 臨界 指数の値 等については大 きなゲー ジ依存性 があ る、 とい うことであ る。

Ward恒 等 式 との整合性の度合 い とい う観点 か らみれ ば、今 まで多 くの分析 に採用 されて き

たLandaugauge(ξ=0)は 、 他の ξの値 に対応 す るゲージに比 して よ り整合性 を有 さない

ものである、 とい うことで、今後 の分析 の進展 に期す るところが大 きい。
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1.序

ゲージ場理論は環境の温度や粒子数密度に依存 して豊富な相構造を有することが、徐々に明

かにされつつある。 しかしこうした事実の解明は、摂動計算に依拠 した分析や格子QCD理 論に

基づ くシミュレーションによる分析によるものが殆どであって、これらの処方に基づ く分析の

みでは相転移機構の詳細を理論的につきとめることがなかなかできない状況にある。こうした

状況の中で、我々はDyson-Schwinger(DS)方 程式 による分析 に注 目した。DS方 程式は、場

の理論の範囲で厳密に導出される、非摂動論的な結論を得る為の基礎方程式であること、その

積分核に対する近似が解析的処方に基づいて逐次的に改善可能であることが主たる理由である。

我々はまず、熱QEDに おいてフェルミオン質量の自発的生成 を調べる為に、遅延質量関数

ΣRに対するDS方 程式を分析することにした。その為の第一ステップとして硬熱硬密度ループ

近似の下で解析的に評価 した 「improvedladder積 分核」 を採用 した分析を実行した。これは

ゲージボゾン(光 子)伝 播関数としては硬熱ループ再加算伝播関数を用いたうえで、梯子(ladder)

近似積分核を採用するというものである。我々の分析の結果については既に数遍の論文の形で

公刊している[1,2]が 、得 られた結果はDS方 程式に基づ く従来の結果[3]と は大きな差異

があった。我々の結果については論文を参照 して頂 くとして、従来の分析 との差異をもたらし

たポイントをまとめると以下のようなものである:

i)正 しく遅延質量関数ΣRに対するDS方 程式を取 り扱っていること、

ii)ΣRを 不変関数A,B,C(定 義については下記Eq.(1)参 照)の 各々のimaginary

partま で含めてきちんと分析したこと、

iii)硬熱ループ近似の下で解析的に評価 した 「improvedladder積 分核」を採用 したこと。

しか し、これまでの分析には重大な問題点が確かに存在 している。それは考察したDS方 程式

で得 られた結果のゲージ依存性に関する問題である:

Fermion遅 延質量関数 ΣRは3つ の不変関数A,B,Cを 用いて

ΣR(P)=(1-A(P))P、 γ一B(P)γo+C(P) (1)

とparametrizeで き るが、不変関数の1つA(P)の 逆 数 はfermion波 動 関数繰 り込み定数Z2

そ の ものであ る。我 々の もの を含 め従 来のDS方 程 式 を用いた分析 はすべ てladder近 似 積 分核

を用 いて行 われてい るが、 この近似 の下 ではvertex(頂 点)は 繰 り込みを受 けないので頂点繰

り込み定数Z1は 自動的 にZ1=1と な る。

従 って結果のゲー ジ不変性 を担保す る為 には、得 られた結 果がZ2=1、 即 ち、A(P)=1

とな ってWardの 恒 等式Z1=ZZを 満 足 した もの となってい るこ とが最低限求 め られ る。得

られた結果がA(P)≠1で あれば、その結 果が明白にゲー ジ不変性 と矛盾す る ものであ ること

を意味 し、従 って得 られた結 果の物理 的意味は不 明 とい うことにな るか らであ る。
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幸いにして、真空(ゼ ロ温度)場 の理論では、Landaugaugeを 採用 した分析 においては

A(P)=1で あることが保証されてお り[4]、 その意味で、ladder近 似DS方 程式そのものの

問題は別にして、少なくともLandaugaugeを 採用 した分析にはそれな りの物理的意味を認め

ることができると考えられている。 しかし、有限温度密度場の理論においてはこの保証は一切

ない。現実にLandaugaugeの 下で実行 した我々の分析結果は、A(P)は 大 きく1か らずれて

いること、更には実数で さえないということを示 している。即ち(Landaugaugeの 下での)

有限温度密度QEDのladder近 似DS方 程式に基づ く分析結果は、明白にゲージ不変性と矛盾 し

たものであり、得 られた結果の物理的意味は不明であるということになる。

その意味では上述 した我々の分析結果 も、「正 しく」温度効果を取 り込むことの重要性 を示

唆するという点においては大 きな意味があるとしても、それでは我々の得た結果が物理的な真

の結論なのか と問われれば、これまでの結果 と同様の問題を含んだままであると言わざるを得

ない点がある。

それでは、得 られた結果はどの程度までゲージのとり方に依存するのであろうか?ま た、ladder

近似DS方 程式の範囲内で、有限温度密度環境下でWardの 恒等式Z1=Z2を 満足するような

解は存在するのか、そのような解を求めることが可能であるのか、そしてそのような解の述べ

る結論はどのようなものであるのか?

上記の問題意識の下、まずここでは一般のcovariantgaugeの 下で、得 られる解のゲージ依

存性を具体的に調べてみる。その上でWardの 恒等式Z1=Z2を 満足する解の存在について

探ることにする。用いるのは硬熱硬密度ループ近似の下で解析的に評価 した 「improvedladder

積分核」を用いた遅延質量関数ΣRに対するDS方 程式である。なお、今回の再分析に際 して、

積分核中のsingular積 分の実行に関する改良も合わせ行った。

・・
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2.硬 熱 ループ近似improvedladderDS方 程 式

この章では分析に用いる遅延質量関数ΣRに対する硬熱ループ近似DS方 程式を提示 し、次い

でimprovedladder近 似、および、硬熱ループ再加算光子伝播関数の(特 に)ゲ ージ項の寄与

について説明する。そのうえで、具体的に分析の対象 となるRの 不変関数A,B,Cに 対す

る硬熱ループ近似improvedladderDS方 程式を与える。また、初期値の取 り方等により複数の

「解」が存在 した場合に 「真の解」を選択する為の用に供する為に、得 られたフェルミオン

(電子)伝 播関数SRに 対する同じ近似の下での有効ポテンシャルを計算する。

2-1.遅 延質量関数GRに 対する硬熱ループ近似DS方 程式

閉経路(CTP)形 式massless熱QEDに お いては、fermion(electron)遅 延 質量関数 ΣRに 対する

硬熱ループ近似DS方 程 式は次式で与 えられ る[1]:

-LR(P)一 一 ∫

(鐸
×[*rｵ(-P,K,P-K)SRa(一 、K,K)*ry(一.K,P,K-P)*GRR,。,(.K-P,P-K)

+*r魚A(-P,K,P-K)8朋(-K,K)*ry(-K,P,K-P)*61RA,μ,(K-P,P-K)](2)

ここに、*Guは 硬熱ループ再加算光子伝播関数を表 し、その遅延(R=RA)成 分および 相関

(C…RR)成 分は以下で与えられる、

*Guv
R(K)≡*Guv(-K,K)

一
・H塁(K)-1K2‐iEk

o幽+・n丑(K)1K2-BuiEko・-K2+1ε 評 ・

(3)

*Guy
C(K)≡*GuvRR(-K,K)

=(1+2nB(ko))[零G饗(K)一*G努(K)](4)

1
nB(ko)_(5)

exp(ko/T)‐1

但 し、*IIRLお よび*n&は 、 それぞれ縦(電 気的)成 分お よび横(磁 気 的)成 分 の硬熱 ルー プ

遅延 光子 自己エネルギー[5]で あ り、nB(ko)は ボ ーズ分布 関数であ る。

ま た 、 上 式 で ノ1μソ,Buv,Divは 射 影 テ ン ソ ル を 表 す[6]、

A・ ・-guv-Buv-D…Bμ ・一 一 竪 ・D・ ・-KuKv
KZ

(s)
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ここに、π=(k,緬 め,k=～IZで あ りn=κ/kは κ方向の単位ベ ク トルであ る。

S←P,P)≡S(P)はfullelectronpropagatorを 表 し、 その遅延(R≡RA)成 分 および相

関(C≡RR)成 分 は次式 で与 え られる(但 し、nF(po)は フ ェル ミ分布関数であ る):

1S
R(P)≡8m←P,P)=P「+i

Eyo一 ΣR

8c(P)≡SRR(-P,P)=(1-2πF(Po))[SR(P)-8A(P)]

1
nF(Po)=

exp(Po/T)+1

(7)

(s)

(9)

こ こに、 ΣRはfermion(electron)遅 延 質量 関数 であ り、Eq .(1)のparametrizationの 下 で、

スカラー不変関数A(P),B(・P),C(P)をDS方 程式 を解 いて決定することが本研 究の 目的で

ある。既 に述べ たご とくA(P)はelectronwave-functionrenormalizationconstant(電 子 波動

関数繰 り込み定数)で あ り、ゼ ロ温度理論ではLandauゲ ー ジの下で は.4=1で あ ることが保

証 されてい るが、有 限温度場理論 ではこの保 証は ない。 また、M(P)≡C(、P)/A(P)が 興 味

の中心 となる質量関数の役 割 を果たす量で、 カイラル対称相で はM(P)=0で あ る。

最後 に、Tμ は硬熱ルー プ再加算頂点関数

*ru
aQY=γ ぎβγ+δrぎ βγ

yuRAA=γ 舳=γ μ,そ の 他 は す べ て0 (10)

を表すが、今回の分析では第二項のvr・ を無視するpoint相 互作用近似 を採用する。

2-2.不 変 関A,B,Cに 対 す る硬熱 ループ近似improvedladderDS方 程 式

今 回の 分析 ではfermion(electron)遅 延 質 量 関数 ΣRに 対 す る硬熱 ル ープ近似DS方 程 式 、

Eq.(2)、 に対 して2つ の近似 を行った:

i)point相 互作 用近似

硬 熱ルー プ再加算頂 点関数*rμ,Eq.(10),に お いて第二項 の δrμ を無視 し、point相 互 作

用 に対応す るtree頂 点 関数 γμのみ を保持す る。

これ には2つ の理 由が ある。1つ は第二項 は非 局所相 互作用 項であ り、 この項 を導入す ると

解析が きわめて複雑 となって現在所有の コ ンピュー タの能力 を超 える恐 れがあ ることであ る。

2つ めの理 由はよ り理論的な もので、 この項 を導入 した際 に生ず る恐 れのあるdoublecounting

problemを 、 数値解析 において どの ように処理すれ ば良 いのか とい う問題 につ いて明確 な解答

を得 ていない ことに起 因 している。
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ii)ModifiedInstantaneousExchange(MIE)近 似

硬熱ループ再加算光子伝播関数*GPに お いて、 射影テ ンソルAuvに 比 例する縦(=電 気 的)

成 分伝播 関数*(JLpQ(含 む 、硬 熱 ループ光子 自己エ ネルギー*IIL)に 対 して は 遠隔相 互作 用

(lnstantaneousExchange(IE))近 似(運 動量 第零成分 ≡エネルギーを0に セ ッ トする近似)

を採用す るが 、その一方で、 この近似の下で は硬熱 ループ効 果が消 失 しmasslesspropagation

に帰 着 して しまうBuvに 比 例す る横(=磁 気 的)成 分伝播 関数 ℃Tρ σ(含 む、硬 熱ループ光子

自己エ ネルギー*HT)お よ び0μyに 比例 する本 来massless項 で あ るゲ ージ項 に対 してはこの

近似 をと らず本来 の近接相互作用 として取 り扱 う。

この理 由は、横 成分お よびゲージ項 成分伝 播関数 に対 してIE近 似 を採用す るこ とは、無矛

盾 には実行 で きないか らである。詳細 につ いては論文[2]を 参 照 されたい。

以上 の2つ の近似 を採用 した とき、不 変関数A,B,Cに 対 す る硬 熱ルー プ近似improved

ladderDS方 程 式 として以下 を得 る:

p2C1-A(P)B

-e2∫

(幕[{1+2加(p・k・)}lm[*GR(P-K)]×

[{K。P,+K,PゲP・(K。9ρ ・+i・ 。・)-k・(P。gp・+P,g。 ・)+識9。 ρ

+2p・1,.1,i・}[k

。+B(K)+A(K)iE]2-A(K)2k2-C(K)2

+{P零 ρ・+P喀 ・・-2pog・og,・}[k
。+B(K)+ko+B(K)iE]Z‐A(K)2k2-C(K)2]

+{1-2ηF(ko)}*GP-R(P-K)×

Im[{K。PP+KPP。-P・(K。g,・+KPg。 ・)k。(P。gP。+Pρ9。 。)+Pん29。 ρ

A(K)+2

pokogQogPo}[ko+B(K)+iE]Z-A(K)Zk2-C(K)2

+{・ ・+PPg・ ・-2pog・og・ ・}[k
。+B(K)+ko+B(K)iE]2‐A(K)2k2-C(K)2]]

(11)
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B(P)-e2∫(d4K2
n)4[{1+2nB(P・k・)}lm[*GR(P-K)]×

[{脇9ρ ・+i…-2ん ㎎ ・Ogp・}[k。+B(K)+A(K)iE]2-A(K)Zk2-c(K)2

+{29ρ ・2g・ ・g・ ρ}[
k。+B(K)+ko+B(K)iE]2‐A(K)2k2-C(K)2]

+{1-2伽(ko)}*G°R(P-K)×

Im[[k
。+B(K)+A(K)iE]2-A(K)2k2-c(K)2{瓦 帥 ・+瓦9。 ・-2kog。og,・}

ko+B(K)
+[k
。+B(K)+LE]2-A(K)2k2-C(K)2{2g・ ・2g・ ・-g・ ρ}]](12)

C(P)一 一e2∫(幕9・ ρ[{1+2nB(P・k・)}lm[*GR(P-K)]×

[k。+B(K)+LE]C(K)2-A(K)2k2-C(K)2+{1-2nF(ko)}×

*GPI
R(P-K)lm[[k。+B(K)+tE]C(K)2-A(K)Zk2-C(K)2]] (13)

これらの積分方程式は、不変関数A,B,Cに はそれぞれ実部と虚部 とが存在することを考

慮すれば、6個 の未知関数に対する連立積分方程式 となっており、これを解 くことは上記2つ

の近似を採用したとしても依然として十分に困難を伴 うものである。

2-3.フ ェ ル ミオ ン(電 子)伝 播 関数SRに 対 する有効ポテ ンシャルV(SR)

連立積分方程式Eqs.(11-13)は 、初期値の取 り方等によって、複数の 「解」を有する可能

性がある。複数の解が存在する際に、「真の解」を求める為には複数の解の各々に対 しfermion

propagatorSRに 対する有効ポテンシャルV(SR)を 計算し、それらの内で最低エネルギーを有

するものを選択することが求められる。この為に、現在解析 しているDS方 程式と同じ近似 レベ

ルの範囲内での有効ポテンシャルV(Sx)を 求める必要があるが、それは次式で与えられる

[7]:

V[SR]=iTr[i]+iTrin[LSRI]

e2

21(d4K2n)4(d4p12n)42tr[γ ・SR(K)γ ・SR(P)Duic(P-K)

+γ 、Sc(K)γ,Sx(P)D"`R(P-K)+γ 、SR(K)γ,8c(P)DuAレ(P-K)] (14)

ち なみ に、第1、 第2項 は1ル ー プ有効ポテ ンシャル、第3項 は2ル ープ有効 ポテ ンシャルに

対応 している。
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3.DS方 程式の解のゲージ依存性

前章で与えた不変関数A,B,Cに 対する硬熱ループ近似improvedladderDS方 程式を、以

下のような処方で数値的に解いた:

まず、不変関数A,B,Cはnon-trivialな 虚部を有することを想定する。

その上で、方程式の右辺の各未知関数に対 して適当な試行関数をインプットし、それに対応

する左辺の解を求め、次いで、求められた 「解関数」を右辺に代入して対応する解を求める、

という操作を繰 り返す。この操作を安定な解が求まるまで繰 り返すという、いわゆる、iteration

methodに よって解を求めていく。ただし、この方法では、求められた解が最初にインプット

した試行関数に依存する可能性が排除できない。そのため、種々の形の試行関数から出発して

解を求めることを試みて、複数の解が存在しうる場合には、前章で説明 したように、複数の解

の各々に対 しfermionpropagatorSxに 対する有効ポテンシャルV(SR)を 計算 し、それ らの

内で最低エネルギーを有するものを真の解として採用した。

ゲー ジにつ いては、取 り敢 えずCOVariantgaUgeの 範 囲 内で考察す る こととし、種 々の ξの

値の うち、解が求 まるもの と して以下の4種 の もの を取 り上 げた:

ξ=0(Landaugauge),ξ=0.05,ξ=0.10,ξ=0.15

以 下 に、結果 を与 える。但 し、 ここに与 える結果 はすべ てpreliminaryな もので あるこ とを

断ってお きたい、未 だ、若干 の解析上 の不定性が排除 しきれていない。

3-1.Landaugaugeに お け る 結 果

M(P)≡C(P)/A(P)は 種々の結合定数αに対 して図1の 温度T依 存性を示 し、2次 相転

移を示すことがわかる。 しかし、この結果をこのままで物理的に意味のある結果であると断定

することはフェアではない。それは、図2に 示すごとく、不変関数A(P)は 明白に1か ら大

きくずれており、その虚部の大きさも十分に大きなものであるからである。即ち、Landaugauge

では明白にWardの 恒等式 と矛盾 した結果 しか得られないということであ り、得られた解に過

度な物理的意味を付与することは差 し控えるべ きであろう。
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図2Landaugauge(ξ=0)の 下 で のA(P)の 温 度 依 存 性 ρo=0,ρ=0.1

3-2.ξ=0.10の 結 果

そ れ で は 不 変 関 数A(P)の 値 は ゲ ー ジ を 取 り替 え る と ど の 程 度 変 化 す る の で あ ろ う か 。 こ

こ で は ξ=0.10の 場 合 の 結 果 を 与 え て み よ う 。
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図3ξ=0」 と した ゲ ー ジ の 下 で のA(P)の 温 度 依 存 性 ρo=0,ρ=0.1
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図3に みるように,Landaugaugeの 場 合 と較べ る とかな り1に 接近 しているこ とがわかる:

Re[A]が1に 近 い と共に、Im[A]も0に 近付 いている ことが見て取れ る。

この ことは、適切 なゲー ジを選択 すればWardの 恒 等式 と両立する解 を得 る可能性 があるこ

とを示唆 してい る。ただ し、それは運動量 に依存 した複雑 なゲージ ξ=ξ(P)で あ る可能性が

高 い と思 われ るが。

3-3.解 の ゲー ジ依存性

最後 に、解 は どの程度のgaugeparameter依 存 性 を有 しているのか、 とい う問題 につ いて、

4種 の ζの値 に対す る解の比較 を与 えてお こ う。

簡単 の為 に、 ここで は結合 定数 α=4.0の 場 合 の分析結 果 を提示 してお く:図4に 質量 関数

M(P)≡C(P)/.q(P)の 温 度T依 存性 を与 える。

α=4.0
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匡

1

0.9

0.s

O.7

0.6

0.5

0.4

0.3 ● ●
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0.1350.140.1450.150.1550.160.165

TIA

図4結 合定数 α=4.0と とった場合の、質量関数の温度依存性を4種 のゲージの下で比較 した図

po=0,p=0.1

この図から、少なくとも相転移の次数についてはゲージ依存性はなく2次 転移であることは

物理的に有為な結論であることが想定できる。 しかし、転移温度は明かに大きなゲージ依存性

を有することが見て取れる。つまり、転移温度に関しては、適切なゲージを選択 してWardの

恒等式 と両立する解を得ない以上、理論の予言 としての物理的な結論には到達できないという

ことであろう。

参考の為に、図5お よび図6に 波動関数繰 り込み関数A(P)のgaugeparameter依 存性 を

示 しておく。図5に はA(P)の 絶対値の値を、図6に はその実部および虚部の値を与えてあ

る。これらの図からも、有限温度においては、ゼロ温度場理論の場合 と異なり、Landaugauge

が必ず しも 「良い」ゲージとして振る舞っていないことが見て取れるであろう:明 かに、Ward

の恒等式 と最 も相容れないのはLandaugaugeそ のものである1
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図6結 合定数 α=4.0と とった場合の、

A(P)の 実部と虚部の温度依存性を4種 のゲージの下で比較 した図Po=O ,p=0.1

4.ま とめと展望

今回の解析においては、温度効果のみを取 り込んだフェルミオン質量の自発的生成を調べる

為に、遅延質量関数.ΣRに対する硬熱ループ近似improvedladderDS方 程式を数値的に解 くこ

とを実行した。この方程式の積分核には硬熱ループ再加算光子伝播関数*GPが 現われるが、そ

の横(=磁 気 的)成 分伝播関数 ℃Tρσはsmallenergy-smallmomentum領 域で形式的 に

singularな 振る舞いをする:解 析的にはきちんとした収束積分であるにもかかわらず、数値積

分 として取 り扱 う際には発散積分 として振る舞ってしまう領域が存在する。この領域での数値

積分を適切に処理する処方箋が少々うるさくて、結果的に解の不安定性 を引き起こしている。

前章で、提示 した結果がpreliminaryな ものであるとことわった理由はここにある。現在、鋭

意このsingular積 分の処理について検討を進めてお り、安定な解を得る為の最終的な処方箋に

ほぼ到達したという段階である。その上で得られるであろう解の性質、ゲージ依存性の問題を
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回避できた結論については、早急に論文の形で公刊 したいと考えている。

具体的に、DS方 程式の解がどの程度ゲージのとり方に依存 しているのか、については、大ま

か以下のようにまとめることができるであろう。

①相転移の次数についてはゲージ依存性はなく、2次 転移である、

②相転移温度Tcや 臨界指数の値等についてはゲージ依存性が大きく現れる、

③有限温度の下ではLandaugaugeは 必ず しも 「良い」ゲージ選択 となっておらず、むしろ

Ward恒 等式の成立度という観点からは、考察したゲージの範囲内ではworstで ある。

以上を踏まえた上で、現時点で得 られている確実な結論は、温度に依存 した(粒 子数密度ゼ

ロの下で)masslessQED(QCD)の カイラル相転移は2次 相転移である、 ということである。

しかし、相転移温度を決定する為には、適切なゲージを探してWardの 恒等式と両立する解を

得る事が必要であり、そのような解を得ることができたとき始めて、理論の予言としての物理

的相転移温度を決定できるであろうし、また温度効果のサイズに関してもきちんとした発言が

可能になるであろう。

次なるねらいは、当然なが ら対象をQCDに 広げたうえで,i)A(P)=1を 満足する解を求

めること、ii)密 度効果を取 り込んだ解析を実行 して,温 度一密度面内での相転移図を完成さ

せること、特に、tri-criticalpointの存在に関 して明確な結論を得ること,iii)超 伝導相との間

の共存関係を検討すること、そしてiv)強 磁性相の可能性を分析 した上で、強磁性相と他の諸

相 との間の共存関係を明かにすることである。

i)、ii)、iii)に ついては現在の処方 と同じものでそのまま実行可能であ り、すでに形式的

な分析は完了 している。上に述べたsingular積 分に関する処方箋が完成すれば、容易に展開で

きるであろう。iv)に ついては、いま少 し新たな発想の下での検討が求められると思われるの

で、様々なアプローチを試みつつ問題の核心を捕 らえる分析方法、あるいは、物理量を探るこ

とに精力を注 ぎたい。

最後に、この研究ノー トにまとめた内容は、本学社会学部 横田浩、同 吉田光次の両氏と

の共同研究により得 られた知見をまとめたものであるということを付記しておきたい。

また、この研究は、部分的に平成16年 度奈良大学研究助成をうけて実行されたものである。

記 して感謝 したい。
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