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1は じめに

最近 、初期宇宙 ・中性子星や クォーク ・グルーオンプラズマな どの研究が盛んに行われ

るよ うになって きた ことに ともない、有限温度(及 び有限密度)の 場の理論が脚光 をあび

てい る[1コ。そこでは、種々の物理量が計算 されているが、一般 的に積分 の形 で温度(並

びに密度)の 効果を含んでいる。残念なことに、これ らは解析的に積分で きないのが普通

である。従って、ふ るまいを調べ るためには、何 らかの近似 を行 うか 、数値 によ る議論 を

行 うほかはない。本稿では、温度の効果 を含 む積分を、数値的に計算す る一般的な方法 を

考 え、よ り効率的な方法を検討する(簡 単のため密度は考 えない)。

積分は…般的に、以下のよ うな形を している[2]。

F(ξ)!0.@1(ぞ1啓 (1)

ここで 、 ξ≡T'(Tは 環境 の温 度;μ は考 えて い る過 程の エ ネル ギ ー)で あ り、nは 普 通 に

は1で あ るが2や3を と るこ ともあ る。因子

1

e∫!ξ ±1

(z)

を量子統計因子 と呼ぶ。分母でL'の 方をボーズ・アインシュタイン統計因子 と呼び、`+'

の方をフェル ミ・デ ィラック統計因子 と呼ぶ。本稿 では、ボーズ統計を扱 うが、フェル ミ統

計への拡張は簡単である。

数値積分法には、いろいろな種類が あるが、ここでは台形公式・ガウス公式・二重指数関

数型公式(DE公 式)の3つ を とりあげる[3コ。以下 、次節で数値積分について簡単に解説

す る。第3節 で正確に積分可能な場合 につ いて数値積分 を行 う。第4節 で解析的に積分不

可能な例について調べ る。第5節 でまとめ等を行 う1。

本 稿の 計算 に は、奈良大 学情 報処 理 セ ン ター のACOS-430モ デ ル70を 使 用 した 。CPU時

間 はすべ て この コン ピュー タによ る もの で あ る。
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2数 値積分法

本節では、数値積分について簡単な解説 を行 う[3]。 …般に

S=fbj(x)dx(3)
a

は(fix)≧0な らば)、 図1の よ うな範 囲 の面積 を表 す 。数 値 積 分 は 、 この 図 形 を短 冊 状

に分割 して 、それ を寄 せ集 め る とい う本 来の積 分 の思 想 に戻 って行 うの が普 通 で あ る。 す

なわ ち、積 分範 囲[α,b]内 にn個 の点xl,…,xnを と り、 これ らの点(分 点)で の関数 の

値 六ρo、)の一一次 結合 n
5磐 Σ ωゐノ@た)(4)

た=1

として、近似的に求 めよ うというものである。ここで、分点xkと 重みwkの 選 び方 によっ

て、種々の公式(方 法)が ある。分点の選び方は大 きく、単純に等間隔にす るもの と適 当

に間隔を選ぶ ものに分け られ る。台形法は等間隔に分けるものの うち最 も簡単 なものであ

り、ガウス法は巧 く間隔を選ぶ代表的なものである。DE法 は、原理 的には台形法 を使 う

のであるが、積分の上限・下限で急速に(指 数の指数で)0に 近づ くよ うに変数変換 を行

うことに特徴がある。

図1

y=f(の

v=f(=)

xkω ん十1

図2

2.1台 形 法

まず 、区 間[α,b]をn等 分 す る。 分 点 をx。=α,xl,x2,…,xn-1,x.=bと す る 。 そ して 、

小 区 間[xk,xk+1]の 図 形 を 台 形 で 近 似 し面 積 を 求 め る(図2)。 即 ち、

距 ∬ 刊∫倣 磐1隔 畷){f(婦+撫)}
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こ こで 、xk.一xk≡h(k=0,…,n-1)と す れ ば 、全 区 間 で の 積 分sは

s一 陸 望1∫@)+iL…Z

=i(V)(5)

で求め られ ることにな る。分割幅h=(b一 α)/nを 小 さくすれば、必 要な精度 で計算 が可

能である(実 際は、コンピュータの演算や記憶の精度 による限界はある)。プログラムでは、

以前の計算結果を利用す るために、分割幅 を半分ずつに していくのが普通である。

2.2ガ ウ ス 法

ガ ウス法 は重 み と分 点(n個)を 適 当 に選 ん で 、f(x)が(2n-1)次 以 下 の 多 項 式 の と

きに積 分値 が正 確 に な るよ うにす る方 法 で あ る。積分 区 間が[-1,1]の ときは 、分 点 が

ル ジ ャン ドル 多項式Pn(x)の 零 点 に な るの でガ ウ ス ・ル ジ ャン ドル 法 と も呼 ば れ る。 す

なわ ち、分点xk,重 みwkは

細 一 ぬ 券 的 γ 一 〇,wk-(
n+2(1-xk)1)2[Pn+s(xk)]2

忽=∫ 走

で与 え られ る。本稿 の計 算 では 、n=10と して い る(10分 点 法)。 尚 、積 分 区 間 が[α,b]

の と きは[-1,1コ の分 点xk、 重 みw、 を 用い て

ズ撫 窪≒ α書婿(α吉ろ+≒ α→

で与 えられ る。もし、精度が悪ければ区間を分割 して、各々の区間に この方法を適用する。

さらに、必要 な精度まで分割を繰 り返せばよい。ただ、台形法 とは異 な り以前の計算結果

を利用で きない。

関数のふ るまいや積分範囲によっては、ガウス ・ラゲール法や ガウス ・エル ミー ト法 な

ども用いることがで きる(付 録1を 参照)。

2.3二 重指数関数型法(DE法)

(3)に お い て 、

α=ψ(一 ・。),ろ=7"(・ 。)
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を満足す るよ うな解析的な増加関数r(t)を 考 え、x=～0(t)の よ うに変数変換 し、台形

公式 を適用す る。(hを 分割幅 として)

S-∠ ン@(00オ))ψ'(t)dt^_'ん Σ ル 働)

k=‐oo)cp'(kh)(6)

ノ

こ こで 、八 砂(t))P(t)のt→ ±○○に お け る減 衰 が

!(T(t))T'(t)～ 孟exp(-cexplオD (7)

とな る よ うに ψ(t)を 選 ん だ の がDE法 で あ る 。tの 大 き い と こ ろ で の 減 衰 が 著 し い の

で 、tの 適 当 な と こ ろ で 、打 ち切 る こ とが で き る。 つ ま り、(6)で 和 を 一N-≦k≦N.の

範 囲 で の み と る こ とが で きる(分 点 数 はN=N、+N-+1で 与 え られ る)。

こ こで 、 ψ(t)の 選 び方 は 一 通 りで は な い 。 例 えば 、(i)α=-1,b=1の と き ψ(t)=

tanh(Zsinht)、(ii)α=O,b=∞ の と き ψ(t>=exp(2sinht)、(iii)a=一 〇〇,b=○ ○ の と

き1ρ(t)=sinh(Zsinht)な どが あ る。 また 、f(x)の 形 に よ っ て は 、 別 の 選 び 方 が 効 率 の 点

で よ い こ とが あ るの で 関 数 形 に応 じて 選 ぶ こ とが 必 要 と な る 。 特 に 、α=0,b=・ ・ で 、プ

(x)～f(x)e-x(x→ ・・)の よ うに指 数 関 数 的 に 減 衰 す る と きは 、

r(t)=exp(トe隔 ¢) 18)

とす るのが よ い ことが知 られて い る。 この と き、

f(～o(オ))(ρ,(G)一{
fl(cp}exp::霊 幽)1∴

と期待 されるふるまい(7)を す る。この変換が締計因子(2)を 含む今のケ ースには合

うことが期待 され る。

3正 確な値が求まる例

ここで は 、正 確 な値が 分か ってい るケ ースにつ いて 考 え る。具体 的 に は、

f..∫ ω ぬ 一 垢o.〆/ぞ 一1砒 一 ギ
(9)
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を と りあ げ る。

1.台 形法

積分範囲が有限でなければな らないので、以下の2通 りの方法で範囲を有限にす る。

(a)積 分領域を分割 し、さらに変数変換 をして、積分範囲を有限にす る。

∠..1f(x)dx=0(詳 一1+詣 最 一1)dx(1・)

(b)変 数変換はせず 、上限を関数の値が無視で きるところとす る。f(x)はxの

大 きいところで単調減少だか ら

Lノぐ(∬)1<10一 η「!(0)1=10聯mξ

を満たすxをMと す るとき(mは 求め る精度による)

f..働 イ 蹟1面
(11)

と して求 め る。

2.ガ ウ ス法

まず 台形 法 と同 じよ うに 、積分 範 囲 を有 限 にす る。 それ に、ガ ウス ・ル ジ ャン ドル 法

を適 用す る。表1で は 、台形 法 と同様 に それ ぞれ(a)、(b)と 表す 。

その ほか に 、

f..9(x)融 一ξ沌0.1子 プ 砒

の形にで きるので、ガウス ・ラゲール法が使 える(付録1参 照)。 ここでは10分 点法 を

使用した。後でみるよ うに[表1の ガウス法(ラ)]、 これは計算速度 は速 いが若干精

度が悪 い。精度を上げよ うとす ると分割を増や さなければな らないが、ガウス ・ルジャ

ン ドル法 とは異 な り、分点数nを 増やす以外 にはない。

3.DE法

(8)の 変数 変換 を行 う。即 ち、

」o..f(x)dx一 五 ン(exp(ト'))(1+et)exp(t‐e-t)dt
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として か ら、変数tに つ いて 台形法(5)を 適 用す る。

以上 の方 法 によ る計算結 果 を表1に 示す 。 ここでは 、倍 精度 で計 算 し、有効数 字11桁

以上 一致 す る迄の 分割 数 とCPU時 間 を示 した(ガ ウ ス・ラゲ ー ル法は別)。 その た め、

台形 法 ・ガウ ス法 の(b)に おい ては 、m=12(こ の と き、M=32で あ る)と した 。

表1ξ=1の 場 合 二s=1.644934066848226...

E方_迭 分 点 数CPU時 間(秒)一 一致 す る桁

台 形 法(a) 13!,073 53,194 11

台 形 法(b) 4,194,305 .. 11

ガ ウ ス法(a) 320 0,554 14

ガ ウ ス法(b) 80 0,350 12

ガ ウス法(ラ) 10 0,284 8

DE法 129 0,313 15

これによ り今の例では、台形法以外 は短 いCPU時 間で精度のよ い結果 を出 してい る。

倍精度の計算では ・般に有効桁数は14-15桁 程度なので、DE法 とガウス法は十分な精度

を出 している。そこで、第4節 では、DE法 とガウス法を考 える。

この節では、正確に積分値が求 まるので有効数字 として11桁 以上考 えたが、実際の物理

量においては、これ らの積分を含む全体で4-5桁 程度あればよいケースが多い*。 つま り、

これ らの積分 自身は6-8桁 程度 あれば十分であろ う。

4解 析的に積分できない例

41例1

最 初の 例 と して、最 も ・般 的 に現 われ る積 分 を と りあげ る。

F(ξ)一 ∠0.dx
ex/E_11n

1十 の

1一 の

(13)

この例 で は,x=1で 被 積分 関数 が対数 発散 して い る。 そ こで 、 この ま までは いず れ の

公式 も使 えないの で 、積分 範 囲 を[0,1]と[1,・ ・)に分割 し、以 下 の様 に変換 す る(3通

りが考 え られ る)。

*傾向 を 見 るだ け な ら
、3桁 もあ れ ばf分 で あ る。
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F(ξ)-
0

dx

e⑦!ξ_1

°°1

Jo(x-}一

In
1-}-x

ユ0の

1

+」
000

ぬ

ε(の 十1)1ξ___1

1

In
2十x

十
(ω 十1)2e11(x+1)ξ 一1

-plJ

O(111e∬/ξ一1+戸eユ/ω に1)ln

e(コじ十1)1ξ 一1

1十 のd

x

1-x

nl)
2十 記

dx

(14)

(15)

(16)

1.DE法

積分 範 囲が[0,00)の 場 合 は 、 その ま ま第3節 の 方 法(変 換(8))が 使 え る。0方 、

[0,1]で は 、別 の変数 変 換 を行 な う必 要が あ る。注 意 しなけれ ば な らないのは 、x=

1で の発散 の 問題 で あ る。発散 が あ って もDE法 は使 え るの で あ るが †、 そ の ま ま使

うと桁 落 ちの た めに計算 精度 が悪 くな る。そ こで、精 度 を落 と さな いよ うにす るた め

に以下 の方 法 を使 う(下 限 、上限 を0般 化 しや す いよ うに α、bと す る)。

踊 身(≒ α醐)≒ αφ(んん)(17)

ψ働)=

eYP{-1-2sinh(kla))

c・sh(2sillh(た ん))'

exp(一 吾sinh(ん ん))
.

十
C・sh(窒sinh働)),

んく0

鳶≧o

(ls)

として 、プ ロ グラ ムを作 成す る。ただ し、

f(y)一{溜1
(一b-QC2)y<o

o<y(<ト α=2)

こ こで 、ayあ るいはb-yの 計算 は行 わず に、直 接f(y)の 計 算 をす れ ば 、桁 落 ち

を 防 ぐことが で きる。0般 的 に 、量子 統計 を含 む積 分で は発 散 を含む場合が多 いので 、

この方 法 は有 用で あ る と思 われ る。

以上 よ り、(14)、(15)、(16)は それ ぞれ(8)+(18)、(8)、(18)の 変 換 を行 えば よ い 。表

では これ らをそれ ぞれ(a)、(b)、(c)と表 す 。

2.ガ ウス 法 ‡

(14)は 右 辺 第1項 に ガ ウ ス ・ル ジ ャン ドル 法 を 、右 辺 第2項 に ガ ウ ス ・ラゲ ー ル 法 を 用

+DE法 では
、変数変換で端点を±・。にし、二重の指数関数的な減衰をするということで有限の範囲でのみ和を

とるので、余程発散が激しくない限 り問題は生じない。

‡ガウス法では、分点に端点を含まないので、端点で被積分関数が発散 していて も(激しくない限 り)使用できる。
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い る ことが で きる。

(15)に は 、何れ の ガ ウス法 も適用 で きな い。

(16)は 、積 分範 囲が 有限 で あ るの で 、その ままガ ウス ・ル ジ ャン ドル法が 使 える。

表2に 計算 結果 を示 す 。 ここで 、ガ ウス法 は精 度 の関 係か ら(16)に ガ ウス ・ル ジ ャン

ドル法 を適用 した場 合 につ いて のみ示 す(理 由 は付 録1参 照)。 ξが100と0.05の と きにつ

いては 、漸近 形(付 録2参 照)か らの結 果 も併 せ て表 に示 した 。 も ちろん 、漸近 形 で あ り

正確 な値 で はな いので 、計 算結 果 と完全 に 一致 す る必要 は な い(計 算値 の 方が正 しい値 に

近 い)。

これ らをみ る と、第3節 の例:(9)の とき とは違 って 、DE法 の優 位性が 目立 ってい る。

ガウス(・ ル ジ ャン ドル)法 に おいて 、い くつ かの 分点数 での結 果 を示 したが 分点 が 増 え

るに従 って 、DE法 での結果 に近 づ いて い く。…方 、DE法 の3つ につ いて は 、ほ とん ど

問題 にな るよ うな差 異 は見 られ ないの で 、どの方 法(式)を 採 用 して もよい 。

表2:例1

N

.
法

=ξ

方

㈲

形

㈹

㈲

㈲

近

肱

肱

肱

漸

D

D

D

計 算 値 ×10-2

4.86614388461.

4.86614387452.

4.86614387452.

4.86614387455.

分 点 数CPU時 間(秒1

314 0.404

136

897

i:1

0.426

ガ ウ ス 法4.866141087.

4.866143177.

40,960

163,840

41.730

166.013

(b>

方 法

DE法(a)

DE法(b)

DE法(c)

ガ ウス 法

ξ=1の と き

(c)

方 法

漸 近 形

DE法(a)

DE法(b)

DE法(c)

ガ ウ ス法

計 算 値

2.66412208060.

2.66412208060.

2.66412208060.

2.664121265...

2.664122029...

ξeO.05の と き

計 算 値x103

8.25249142238.

8.25255869882.

8.25255869881.

8.25255869882.

8.25255869118.

8.25255869808.

8.25255869881.

分 点 数

322

137

449

81,920

1,310,720

CPU時 間(秒)

0.386

0.375

0.425

83.557

1330.791

分 点 数CPU時 間(秒)

474

133

417

20

320

40,960

0.411

0.371

0.410

0.302

0.602

40.874
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(a)ξ=100の と き

表3:例2

[/J法
計 算 値 ×102 分 点 数CPU時 間(秒)

漸 近 形 1.53800143295 一 一

DE法(a) 1.53800142534 105 0,307

DE法(b) 1.53800142534 273 0,329

DE法(c) 1.53800142534 1,655 0,521

ガウス法 1.530708110

1.537920837

640

5,242,880

0,662

3094,626

(b)ξ=1の と き

方 法 計 算 値 ×101 分 点 数CPU時 間(秒)

DE法(a) 5.86402163033 69

一

〇.299

DE法(b) 5.86402163033 385 0,344

DE法(c) 5.86402163033 325 0,370

ガウス法 5.860250782

5.863550274

81,920

5,242,880

48,573

3094,632

(c)ξ=0.05の と き

方 法 計 算 値x1010 分 点 数CPU時 間(秒)

漸 近 形 5.7412870!5 一

…

一

DE法(a) 5.741237510 3,585 0,540

DE法(b) 5.741237815 225 0,312

DE'法(c) 5.741237823 257 0,355

ガウス法

i

5.7034634

5.7317944

5.7395684

10,240

163,840

5,242,880

6,069

93,328

2977,278

4.2例2

2番 目の例 と して

F(ξ)-f.O拶 ≒ ξ1-1

を と りあ げ る。 これ も、い くつ かの変数 変 換が 考 え られ る。

11d
x

一 沌0.

∬(≒)e¢+・1ξ 一 一dx1

20一

(19)

(20)
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一

〇

1 1

x>/T=7e11① ξ一1
魔 (22)

これ ら全 て にお いて 、DE法 が使 える。つ ま り、(20)、(21)に は(8)の 変 換 を 、(22)に 対

しては(18)の 変 換 をすれ ば よい 。表3で は 、順 に(a)、(b)、(c)とした 。

ガ ウス法 につ いては 、(22)に 対 して は、その ま まガ ウス ・ル ジ ャン ドル法 が使 える。(20)、

(21)に 対 して は それ ぞれ ガウス ・エ ル ミー ト法 、ガ ウス ・ラゲ ー ル法が使 用 で きるが 、10

分点 法 では第4.1節 にお け る例 と同 じ く精度 が期 待 で きな いの で §、こ こで はガ ウス ・ル

ジ ャン ドル法 の みを採 用す る(付 録1参 照)。

計 算 結 果 は 表3(内 容 は表2と 同 じ)に 示 す 。結 論 的 に は 、第4.1節 と変 わ らな い

(ガ ウス ・ル ジ ャン ドル法 は この例 の方が 収束性 が悪 い)の で コ メン トは繰 り返 さない。

5.お わ りに

以上本稿では、量子統計因子(2)を 含む積分(1)の 数値計算 を、台形法 ・ガウス法 ・二

重指数関数型(DE)法 の3つ の方法で、具体例について行 い比較 した。その結果、DE法

がいずれにおいて も最 も優れていることがわか った ¶。これは、DE法 が二重指数 関数 的

((7)を 参照)に 減衰す るよ うに変数変換す るのであるが 、量子統計因子 その ものが、x

→・・で指数関数的に減衰 しているので、極めて有効 に作用す るた めで ある と考 え られ る。

これは、(1)のf(x)に 依存 しないので、端点での発散が激 しい ものでない限 り応 用で きる

と考 えてよい。ゆえに、量子統計因子 を含 む積分はDE法 によ り数値積分す るのが有効 で

あると結論付けることがで きるであろ う。この性質は、密度(よ り正確には化学ポテンシャ

ル)が あって も変わ らないので、有限密度の場合に もそのまま応用で きる。

尚、本稿での計算では、文献[3]等 を参考 にして、筆者が作成 した プログラムを用 いて

実行 した(紙 面の関係で、プ ログラムは省略す る)。従 って 、個 々にみ る と、計算速度 の

点などで最良のプログラムであるか どうか には検討の余地が ある。 しか しなが ら、ベス ト

のプ ログラムを作成 して も、本稿の結論は変わ らない もの と思われ る。

最 後 に 、数 値 計 算 の た めの プ ロ グ ラ ムの 作 成 と実 行 に 際 して の 注 意 点 につ い て 述 べ る 。

・プ ロ グ ラ ム に は
、被 積 分 関 数 を与 え る必 要 が あ る。 積 分 の 下 限 が0で あ る(9)、(13)

§ガウス ・エル ミー ト法では、付録1で 示すように ξ=0.05の 場合には、よい精度を与える。つ まり、 ξ<1の

ときは有効であると思われる。
iξ<1に 対しては、ガウス ・エル ミー ト法は有効であるか もしれないが、収束性を確認で きないという問題が

ある。
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のよ うな場 合 にお いて は、単 純 にx=0と す る と分 子 ・分母 が と もに0に な り、 コ ン

ピュー タは 「0で 割 った」 とい うメ ッセ ー ジを出 してス トップ して しま う。 これ を避

け るた め には 、例 えば 、x<10-12(12は 必 要 に応 じて変 える)の と きに/(o)と す るよ

うに プ ログ ラム しなけれ ばな らな い。ただ し、 これは ボ ーズ統計 の場 合 で あって フ ェ

ル ミ統計 の と きは 、(分 母が0に な る こ とは ないの で)こ のよ うな問題 は生 じな い。

・同時に、統計因子部分は以下のよ うにす る必要が ある。

1
→

e鱒 ∫

ε① ± ユ 1±e.⑦

fora>0

これ は 、xが 大 き くな る とexが コン ピュー タが 記 憶 で き る最 大 の値 を越 えて 、 いわ

ゆ るオーバ ー フ ローを起 こ して しま うか らで あ る。 この と き、 コ ンピ ュー タは エ ラ ー

を出 しス トップす るか 、記憶 で きる最大 の値 に置 き換 えて計算 を続 け るか の いず れ か

で あ るが 、 どち らに して も正 しい結 果 を 与 えない。e-xの と きは ア ン ダ ー フ ロ ー を起

こし、 一般 的 には0に 置 き換 えて計 算 を続 ける。 この場 合 は 、実質 的 な問題 を生 じな

い §§。

・ガウス法は前に触れたよ うに分割を増やす ときに前の計算結果 を利用で きない。例 え

ば、分点数が5,242,880の ときは、は じめか らこの分点数で計算すれば半分近 くにCP

U時 間を減 らす ことがで きる。しか し、これでは計算の収束性 を確認で きない とい う

問題が起 きるので、本稿の計算では分割を2倍 にしなが ら計算 して、 …応それ以上値

が変化 しな くなった最小の分点数を示 した。ただ5,242,880の ときは時間の関係 で収

束 しな くて もそこで終了 させた。

・第3・4節 での 計算 は
、FORTRAN77コ ンパ イ ラの標準の仕様 で行 ったが 、計算 ス ピー

ドを上 げ るた めには 、最 適化(optimization:OPT)の オプ シ ョンを立 て る こ と もで

きる**。 最適 化 を最大 の`OPT=3'と す る と、ガ ウス法 につ いて は 同 じ分 点 数 で の

計算 が ほぼ 半分のCPU時 間 で行 う ことが で きる。 例 を あ げ る と(ξ=1の 場合 につ

いて示す)、

§§あ えて い えば
、ACOS-430/70の シ ステ ムで は 、 ア ンダ ー フ ロー が 生 じ る と 「警 告(warning)」 を発 す る 。 そ の

ま まに して お く と、warningの カ ウ ン トオー バ ー で ス トップ して しま う こ とが あ るの で 、 オ プ シ ョン と し て`MAS

K=NOUNF'と ア ン ダ ー フ ローの 警 告 を無 視 す るよ うに 指 示 す る必 要 が あ る。 無 視 す るの が 標 準 に な って い る シ ス

テ ムが 多 い 。

**他 の シス テ ム で は
、標 準 仕 様 がOPT=1か2と い うの が 普 通 で あ る。
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Lコ1J点 数 CPU時 間(標 準 →OPT=3)

囲
しか しなが ら、それ で もDE法 の 優位性 は変 わ らない。DE法 も速 くな るが あ ま り メ

リッ トは ない。

　

1,310,720
一 一一}一

1330,791 → 643,036

5,242,880 3094,632 → 1530,366

付録1:ガ ウ ス ・ラゲ ール法 とガ ウス ・エル ミー ト法

ここで 、ガ ウス ・ラゲ ール法 とガ ウ ス ・エル ミー ト法 につ いて コ メン トす る。以下 の表

に見 るよ うに 、いずれ の方法 も ξ=100の と き(ξ が 大 きい と き)、 ま っ た く異 な った 値

にな る。例1に おい ては 、違 いが は っ き りす るよ うに(14)式 の 右辺 第2項 の部 分 の みの 結

果 を示 して あ る。エ ミル ー ト法 の方(例2の み)は 、 ξ=1、 ξ=0.05の と きは 、精 度 は

よ いが ††、ラゲ ール法 は信 頼 で きない 。尚、 この表 で は エル ミー ト法の15分 点 も比較 の た

め に載せ た 。
例1:(14)式 の右辺第2項

100.00

!.00

0.05

方 法

DE

ラゲ ー ル(10分 点)

DE

ラゲ ール(10分 点)

DE

ラゲ ー ル(10分 点)

例2:

計

2.4056659

0.3235053

8.0744419

7.6998547

4.4216890

4.3572804

一 一 一 一 『 一一一 一

ξ 方 法

100.00 DE

ラゲ ー ル(10分 点)

エル ミー ト(10分 点)

エル ミー ト(15分 点)

1.00 DE

ラ ゲ ー ル(10分 点)

エ ル ミー ト(10分 点)

エ ル ミー ト(15分 点)

0.05 DE

ラゲ ー ル(10分 点)

エ ル ミー ト(10分 点)

エ ル ミー ト(15分 点)

(191些

1.5380014

0.1626332

0.7952850

4.0229639

5.8640216

4.7331209

5.8579751

5.8648804

5.7412378

4.8554588

5.7412378

5.7412378

計 算 値

x102

×102

二10-110-!

xlp--!o

xlp-lo

計 算 値

xlp2

xlp2

×!02

xlpz

xlpl

x101

x101

x10-1

xlp-lo

×10-10

x10-10

xlp-lo

++特 に
、 ξ=0.05で は 、 ガ ウ ス ・ル ジ ャン ドル 法 よ り、は るか に よ い結 果 を 与 えて い る。
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ここで 、参 考た め に、両 方 法の分 点 と重 み を与 え る。

・ガ ウス ・ラゲ ー ル法

n

孟..∫ωε刻 虐 暑 ω漁)

分 点xkは 、 ラゲ ール多項 式L�(x)の 零 点 で あ る。

恥)一 表♂蓋(♂')パ 砿 ωk一ωk[煮)P

・ガ ウ ス ・エ ル ミー ト法

鷹!(z)〆 鵬 書 ωk撫)

分 点x、 は 、 エ ル ミー ト多 項 式Hn¥x/の 零 点 で あ る 。

恥)一(-1摩 鎧 ♂ パ ・,ω ん一[環 丑誹

付録2=(13)・(19)式 の漸 近形

こ こでは 、比較 の参考 の た め(13)・(19)式 の ξの値 が大 きい と きと小 さい と きの 漸 近

形 を与 える。

dx

∠ In

eコじ1ξ一一1

1十x

1一 記

dxl

J1～ ∠苅 〆!に1一

誓 ξ2+誓 ξ4+舞 ξ6+…(ξ 一 ・)

誓 ξ一ln(2πξ)地 一1+…(ξ 一 ・・)

樗'1ξ(1+92128+…)+…(ξ 一 ・)

2→n(4π ξ)+1ッE+…(ξ 一 ・・)

こ こ で 、 γE=0.577215664901532...は オ イ ラ ー 定 数 で あ る 。
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