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1.は じ め に

近年、有限温度 ・有限密度における場の量子論が、さらに注 目を浴びている。それと関連 し

て、現実とは直接結びつかな くても厳密に解ける模型は、解析の参考になるため数多 く調べ ら

れている。そのような模型の1つ に1+1次 元の(Inassless)Thirring模 型Pが ある。この模型

は、零温度(T=0)・ 零密度(ｵ=0)は21、 もちろん、T≠0,μ ≠0で も厳密に解けること

が知られている3},4)。

論文3)お よび4)は 、同時期に発表されたが、熱力学ポテンシャルの密度依存性について

の結果が異なってお り、何人かの研究者srに よって再検討がなされ、論文4)の 結果が正 し

いことが示されていることを最近知った。 しか しなが ら、なぜ、筆者の論文3)で 、異なる結

果が出たのかについては、必ず しも一致 した理由が与えられていなかった。

本論文の目的は、論文3)の 計算 を再計算 し、異なる結果(熱 力学ポテンシャルが相互作用

の影響 を受けないという結論)が 、なぜ得 られたかを調べることである。結果は計算間違いで

あ り、確かに相互作用の影響を受けることが確かめ られた。

五、有限温度 ・有 限密度でのThirring模 型

本節では、準備 を兼ねて、有限温度 ・有限密度における形式を簡単に示す。詳細は論文3)

等 を参 照 の こ と 。(massless)Thirring模 型 のLagrangianは 、

`=ψ 韻 ψ+gJPJp

JP=両 ρψ

(1)

(2)

で与えられる。 この形で取 り扱うのは一般に難 しいので、微分結合模型
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諺=伽+去(∂ ・φ)2+1(app)2+aJp∂ ・φ+b」 ・∂・φ(3)

Jp=ψ ツρrγ5ψ=∈ ρσ」σ(4)

を用 い て 解 析 を行 な う。(3)式 を用 い た経 路 積 分 にお い て φ と φで 汎 関 数 積 分 を行 な い 、結

合 定 数 の 間 に2g^ba-a2の 関 係 をつ け れ ば 、(1)式 が 形 式 的 に導 か れ る。 以 下 、(3)式 を

用 い て解 析 す る。 有 限 温 度 ・有 限 密 度 にお け る温 度 グ リー ン関 数Gは 、

G≡ ≡'14'(Tψ … ψψ 一 ・ψe一β(H一 μQ))/Tr(e一 β(∬　μQ))(5)

で 与 え ら れ る 。 こ こ で 、HはHamiltonianで あ り 、Q=∫d¢1ψ70ψ は フ ェ ル ミ オ ン数 演 算 子

(fernuon-nu皿beroperator)で あ る 。 μ は 密 度 に 対 応 す る 化 学 ポ テ ン シ ャ ル で あ る 。

温 度 グ リ ー ン関 数 の 生 成 汎 関 数(generatingfunctional}は 、

Z(ξξ)-Z(0,・)一・/【d・ψ・d・ψ・d・φ1[蜘{`ゐ ¢+紳+購}(6)

で与えられる。 ここで、σは、時間について 一rと 一T-2Qを 端点にもつ複素平面上の経路を

とることを示 している。このことに注意する以外は、通常の経路積分の手順に従えばよく、以

下の式が得 られる。

Z(ξ,ξ)

β面¢(z)

Zo(ξ,ξ,η,脅)

Z'(o,晦P{`ゐ 輸^擁 窮勾)
_

卦 伽2δ毒)+喉 δ毒)・ 歪δ毒)ち δ毒)

exp{一信ゐ[ξ@)5團 ξω+1η 麟 一翻

+1勾(・)D岡 紳2¢d2雪}

こ こ で 、S(∬ 一 〃),D(z-y)は

岬S(x-一 〃)=δ(2-y)

一口D(¢ 幅9)冒 δ(x-y)

(7)

(S)

(9)

{ia)

{11)

の 解 で あ る 。s(3-g)は 、 時 間 に つ い て は経 路 σ上 で定 義 さ れ たb関 数 で あ る。 ま た 、 これ ら

のpropagater(温 度 伝 播 関 数)は 、

S(2a-〃o,1x-〃1)=-eβ μ5(x°-iQ--Oy,¢1-〃1)(12)

D(xo-go,21-〃1)=D(x°-iQ-y°,xl-〃1)(13)

の 境 界 条 件(Kubo-Martin・Schwinger条 件)を 満 たす 。 実 際 の 計 算 にお い て は必 要 で あ るが 、 具

体 的 な表 式3)・6)-81は 、 経 路0の と り方 に依 存 す るの で 省 略 す る。

(7)式 に基 づ い て、 種 々の 物 理 量 が 計 算 され る が 、 本 論文 で は熱 力学 ポ テ ンシ ャル
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Ω伽)一 一無 毒1皿Z(0,・)(14)

を考 え る。 密 度P(T,μ)と はP(T,μ)=一 ∂Ω(T,μ>/∂μの 関 係 にあ る。 通 常 は、閉時 間経 路 形 式6)

等 の 実 時 聞 形 式 を用 い て物 理 量 を計 算 す る こ とが 多 い が 、 本 論 文 で 取 り扱 う熱 力 学 ポテ ン シ ャ

ルの 計 算 で は、 虚 時 間 形 式a>,s)を 用 い る方 が 便 利 で あ る。 よっ て 、 以 下 で は 、 虚 時 間 形 式 を

使用 す る。

最 低 次(血 ㏄)お よび2ル ー プか らの 熱 力 学 ポ テ ンシ ャ ルへ の 寄 与 は以 下 の よ うに 与 え られ

る。

Ω(T,μ)efree(T,μ)+Ω1(T,μ)(15)

free(Tpμ)一 一丁≠ln{が[((2np+・)πT+づ μ畑}/β

一 一1r
Qf二 緬lpl+ln(1+・ 一β(lpl-・))+1・(1+・一β(lpl+・))](16)

鍋 伽)一 一IT玖 丁享 蹴 β転 一2π δ(P胸)

・陛 騨+津1舞 舞 判(17)

T≠ ≡鷹 ∠ン

Po=(2np十1)iπT十 μ,⑳=(2nQ十1)`πT十 μ,ko=2η んi7rT

本 論 文 にお い て は 、 密 度 依存 性 に興 味 が あ る た め零 温 度(T=0>の 場 合 を考 え る こ とにす

る。 その た め 、 次 節 で は 計 算 の 途 中 でT→0(β →o。)の 極 限 を と る。

皿.T=0,μ ≠0で の 熱 力 学 ポ テ ン シ ャル

本 論 文 で は μ>0と して 計 算 す る。繰 り込 ま れ たfreeの 熱 力 学 ポ テ ン シ ャル は(本 論 文 の 目

的 に は直 接 必 要 な い が)、 良 く知 られ て い る よ うに以 下 の形 で求 め られ る。

free(μ)=Ω ∫。。,(T→0,μ)+・ ・u・・trt・・m

-一 ∠ 二 劣[lpl-(lpl一 μ)θ(μ一}P})一(lpl+μ)θ(†lpl)]+counterterm

=一 止(18)
2n

次 に、2ル ー プ補 正 Ω1の 計 算 を、 少 し詳 し く示 しな が らみ て い く。 計 算 は 、Kapustaの テ キ

ス ト81に 従 って 実行 す る。(17)式 のTr(ト レー ス)を 実 行す る と、

SZ1{T,ｵ)一 圃 丁訟 丁玖 丁玖 β幅 恥2πδ(P+k-q)
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2(K・P)(K・Q)-K2(P・Q)
x

K2P2Q2

≡ 一(2d-b2)【F1(T,μ)-Fち(T,μ)](19)

Fl{?',ｵ)-丁 享 厚 彦 β転 一2π δψ+k-4)2(K・P)(K・QK2P2Q2)(2・)

蜘=丁 玖 丁享 彦 β蛎 殉2πδ加+k-q)P-QP2Q2(21)

まず 最 初 に 、F1(T→0,μ)を 計 算 す る 。 こ こ で 、 βδ叫+πp西 は

eβ(kp十po-40)_1βδ
π距+πP,nq= ん

0十Po-qo

εβ(kp十PO一 μ〕_ε β(40一μ)
=-

k。+P。-4。(22)

と書 け る こ と を用 い る。 最 後 の 式 へ は 一1=ε β(Q・一μ)を用 い た。 関数 ノ(恥=2職 πT`)が 、 ゐo面

の 虚軸 上 に極(pole)を 持 た な い と き、Kapusta8}の(3.40)式 にあ る よ うに

Tゑ ∫㈲ 一 歳 鷹 卿(ゐo)+f← 碗)}

+斌 ン 緬【∫(
epko‐1)

と積分形9〕に書けることを使 うと、関数

・伽 ・,k・)≡一(koPo‐kP)(kogok
o+po‐q。-kq)陣 一L凶 刈(24)

は 、複 素 平 面 上 に極 を持 た な い の で 、解 析 接 続 を利 用 して 、πp,π",職 の和 が独 立 に 複 素積 分 で

き る。 結 果 は 次 式 の よ うに な る(qoはpoと 同 じ)。

..

TΣ1伽o鍔,恥)一 …右[・(IPI,q・ ・k・)NFω+・(-lpl・4・,ゐ ・)[醗 ω 一 ・】](25)

ttp=-00

TΣ ゆo妥1,ゐo)一 一痛 【・(Po,90」ゐ1)砺(k)+瓶q・ ・-1鳶1)[Na㈹+・1】

π驚3-◎◎

-pogo

2[・ β(Po　μ)+・ β("o　μ)](26)

1__._.1

暗 ω ≡jVB㈹ ≡eβ(lpl±μ)十1,eβ1刈一1

こ こ で 、(25)式(fermion)は 、Kapustae'の(5.53)式 と同 じで あ る が 、(26)式(boson)は 異 な る

こ とに注 意 が 必 要 で あ る(Kapustaで は右 辺 第2項 が な い)。 これ は、 今 の 場 合1(Po,qo,ゐo)の

分 子 にk20が あ る た め 、 碗 の複 素積 分 時 に無 限遠 での 効 果 が残 る ため で あ る。

無 限 遠 で 残 る項 が 出 て くる こ と を以 下 に示 す 。(23)式 の右 辺 の 積 分 を 閉経 路 に して 、 複 素

積 分 を行 な う(留 数 部 分 か ら(26)式 の右 辺 第1項 が 出 て くる)。 こ の と き、 第1項 の ノ(ko)部

分 は左 半 面 、f(一 んo)部 分 は右 半 面 の 半 径Rの 半 円 で 閉 じた経 路 を作 る。 第2項 は 、 虚 軸 上 に

極 を含 むの で 、 虚 軸 を 含 ま な い よ う に右 半 面 で 積 分 路 を閉 じる こ とに注 意 す る必 要 が あ る。
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んo=Re`θ と変 数 変 換 し、 左 半 面 でcos8〈0、 右 半 面 でcosθ>0で あ る こ と に注 意 して 児→ ○○

を実 行 す る と、 緒Poqoの 項 以 外 は0と な る。 よっ て 、 無 限 遠 か らの 寄 与 は

一凱 ㌔B2[
(認 鍔謡){eStRe`B+P・ 一・}一・β(4・一・)}

一凱 ㌔ θ1[_R3e3i$pOQO

(Raea%a)(-Rei9)e(　 一)一 押}]

21ご4㌔ θ[(‐R3e3sQpogoR2e2ie}{Rei9){鯉8-一押}]謎 一1

2}歪4㌔ θ[_R3e3i8POQ'0(R2ε2`θx-88)押一)一 押}レ 歳1

煙 一瞥[4㌔ θεβ(402-L4琴dθeβ(40一 μ)-dB・ β(・・一・)+・]

2LJJ

と求 め られ る。 これ が 、(26)式 の右 辺 第2項 で あ る。

(25)、(26)式 を用 い て 、np,nq,職 の和 が 以 下 の よ うに 求 め られ るeonO
OoaoOO

1(po>90,10)

K2P2Q2
96k--001ip=-00riq=‐Oo

(27}

一8TΣTΣTΣ

[・(lpl,回,lkl)暢)+{eQ(lp1-k)+卿 周}]櫛)NF(4)

+[1VB(㌃1←IP1,lglIkl)1ゐ
ρgI)一{譜 嗣+押 剃}]【 蜘)-1】NF(4)

+[・(lpl,lgl・-1鳶D崩 緋1+{・ β(,・1-・)+・β(ld一μ)}]NF(P)NF(9)

+[1(-IPI,lgl,-1ゐ1)鴇 許1-{e-+押}][櫛)-1】NF(9)

+レ 酬gl,1鳶1)暢)一{eβ(IPi一 μ}十εβ(-lql一μ)}]N5幽q)-1】

+[・(-lpl・-lgl・1鳶D幡)+{押 周+幽 周}]【 櫛)一 ・1[N+F(9)-11

+[1(IPi,-191,-1産1)NB(k)+11k
Pgl{eQ(lrl‐ｵ?+eQ(‐lal‐ｵ)}NF{p)[N+F(9)-1]

+[1(-fpl,-lgl,一}ゐ1)膿 許1+卿)+♂ …}][蜘)-1}陶 一11

(2s)

右 辺 第1項 目の1(lpl,lgl,Ikl)を 含 む項 の 零 温 度極 限(T→0)は(1加glを 除 い て)

1(lpl,lql,lkl)1V声(P)NF{q)ハ 砺(鳶)

(1均pl-kp)(1鳶gl-kq)

RkE十Ipl-Iql

×[・β(fkl+1・1-・L・ β(1・1-・)]
。β(1。1当)+1。 β(1,1圭)+1。Alkl1-1

一33一



総 合 研 究 所 所 報

一 一Gんpl講
ll穿q)陽 雲雛 、。βq,1当)+、諜 、

一
,β(【。1≒)+1。β課1。 β1、}-11

T⇒o -(1んpl-kp)(1んql-kq

ICI十ICI-ICI)θ(lpl一 脚 一lql)(29)

と求 め ら れ る。 残 りの 項 も 同様 に求 め られ 、F1(T→0,ｵ)の1(±ICI,士lql,士1髭1)を 含 む部 分 は

跡1)(μ)= Fi(T→0,μ)

41・i二 砿 吻 ∠二dゐδゆ赫9)

X[(1ゐP1-kp)(1鳶ql-kqICI十I
CI-IQI)θ(lpl一 μ)θ(μ一lql)

+(1ゐpl十kp)(1んql十kqIkl
--ICI十Iql)θ(μ 一lpDθ(1ql一 μ)

+(1鳶pll講蛮ll鴇 んの{θ(lpl一μ)+θ(lqト μ)}]

1詳 窺 呵 二dq

・{(4-P)θ(4-Pl
pgI)[鴇 望出1≡ll}θ(lii一ｵ)θ(μ一lgl)

+1堅 圭瑠1'1弁 θ(μ一lpl)θ(lgl一μ)

+
q-P+IPI+lql{θ(1ρ1一 μ)+θ(lgl一μ)}]

+⑫ 一欝 噛4)[1輿 吉睾冑1芸lllθ(lpl一μ)θ(μ一lgl)

+1里 萎瑠lflllθ(ｵ一lpl)θ(lgl一 μ1)

+1輿 吉招當lfll}{θ(IP」一μ)+θ(lqトμ)}]}

剥 罵 ⑫〃q+ズ 吻∠..dq+君dρ ∠..dq+∠ ンp∬ 吻

+/dpJdq+/dpJdq+JdpJdq+JdpJdq
,」1ｵoJｵooｵoo,」 」000

-
2美,r�2-A21(A→ ・・)(3・)

と求 ま る。 こ こ で 、A2は 発 散 項 で あ るが 繰 り込 み に よ り処 理 され る(以 下 も同 様)。(28)式 の

右 辺 第1項 目の1(1ρ1,lgl,1鳶1)を 含 まな い項 の 零温 度極 限(T→0)は

{eβ(lpl一μ}+e6U41-・)}N罫 ωN罫(の

eQ(lP1一 μ)11eβ(1"1-u)
=

,β(1・1-・)+1。 β(1・1-・)+1+。 β(`・ト ・)+1。 β(1・1-,}+1

Taoθ(l

pl一 μ)θ(μ 一1qi)+θ(μ 一1ρ1)θqqM)(31)
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と求 め られ る。残 りも同様 に 求 め られ、1(±lpl,± 回,±1鳶1)を含 ま ない 項 は

F,(a}(ｵ)一 一轟 ∠ン ∠二dq∠ ン δ(k+p-4)

×2【θ(lpl一 μ)θ(μ 一Iql)十 θ(μ 一lpl)θ(lql一 μ)十 θ(lpl一 μ)十 θ(lql一 μ)】

8藁[!..dpdqO+∬ 吻 ∠..dq+∠..dpO6.dq+!../'oodpJdq
u]

一 藁 レ2-A'](A→ ・・)(32)

とな る。 よっ て、F1(μ)は

F1(μ)-Ftli)(μ)+鰹2)(μ)一 一21,[ｵ2-A2】+1
2n2[μ2-A2】 一 ・

とな り、 熱 力 学 ポテ ン シ ャル へ の 寄 与 は な い 。

次 に、F2(T→0,ｵ)を 計 算 す る 。 まず 、(22)、(25)式 を用 い て

0000

TΣTΣ 謡 β帆怖 ・%
rip=-00rig=-00

-一 右[(Ipgr-pq){eβ{た{'妄寒旨≡桔
1=≡±e誇lk'1一μ)NF(P)NF(9)

+幽 蓋1漸 帯 回羽 【NF(p}-11[N芦(4)-1]}

一(図+P9){押 蓋1辛痛 計hl翫 曜(4)-1]

+教 鴇1ぎ 嵩嗣[蜘)-1】NF(q)}]

{33)

(34)

(34)式 の右 辺 は たoに 関 して正 則 で あ る の で 、複 素 積 分(23)式 か らの 寄 与 は 無 限 遠 か ら くる部

分 の み で あ る 。 第1項 は(27)式 と同 様 に して(一(lpgl-P4)/(41pgl>を 除 い て)

一素4㌔ θ1轡 レ1一押}砺 ゆ)NF(9>

一_*1id8
21{e=e2xi,.一 押}恥)NF(4)

一菰 窒岬 画 障L押}謎
一、一(q)

一凱 号脚)← 岬 一 押}1
ef3Re;9-1-(4)

Rool[1eβ(lqI一 μ)eβ(lpl一 μ)1

,β(1,1-。)+1,βq,トμ)+1+。 β(匹,1-。)+1。β(1・卜。)+1]

毎ol【 θ(μ一lpl)θ(lgト μ)+θ(lpl一 μ)θ(μ一 回)](35)

と求 め られ る。 他 の項 も同 様 に して 求 め られ 、Fs(T→0,μ)は 以 下 の よ うに計 算 で きる 。
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馬(ｵ)= 凸(T→o,μ)

-1
322二 吻鷹 吻鷹4凶 憐1-q)

xl:(Jl!!){θ(μ 一lpl)θ(lql-・ μ)+θ(lpl一 μ)θ(μ一Iql)}

+(1111){θ(lpl一 μ)+θ(lgl一 μ1)}】

一壽 ズ 曜dq+∠1伽 ∬4q+∬ 吻疋 吻+z♪ ∬dq

+∠..吻!..dq+∠=砿dq+∠0.dq
O..吻+∠=砿 吻

藁[μ2-A2】(A→ ・・)(36)

ゆ え に、繰 り込 まれ た Ωf(ｵ)は 、

2___2

蜘)一 一(α2-b2)[瓦 ω 一Fz(μ)エ ー(α2-b2)鼻 一 一舞(37)

と求められるので、繰 り込まれた熱力学ポテンシャルは(Ω(μ=0)を 原点にとると)、

ΩR(μ)=free(μ)蜘 一 一釜 一第 一 一釜 、一話/π(38)

とな り、 他 の 論 文5〕の結 果 と(こ の次 数 の 範 囲 で)一 致 す るm。

N.議 験と今後の課題

前節で、熱力学ポテンシャルは結合定数に依存する、すなわち、相互作用の影響を受けるこ

とが確かめられた。つまり、結合定数に依存 しないという結果が得 られたのは、計算間違いが

あったためであ り、他の論文51で 指摘 されているような理由によるものではない。さらに、2

ループ121まででは、他の論文の結果を再現 している。さらに高次まで考慮 し、厳密に他の論

文の結果 と一致するのかをみる必要がある。 また、本論文では、計算を簡単にするため零温度

(T=0)を 考えたが、有限温度(T≠0)で も実行する必要がある。今後の検討課題である。

実は、2ル ープまでであれば、微分結合模型(3)を 使わず、(1)式 のIagrangianか ら始めても、

具体的な計算は省略するが、(37)式 と同じ結果を再現することも簡単に確かめられる13)。ただ

し、高次 まで含めた厳密な値を求めることは難しい。

蜘=-lgT紘 写 ≠IT≠ 警 】

e-2gT漉 玖 謬(39)

z
=_鉦(40)

2π2

最 後 に1つ 、 この結 果 に関 連 した コメ ン トをす る。 Ω1のa2に 比例 す る項 は、 φ場 のp顧o鶴r、

1!xZ、 とそのself・energy補 正 Σφφ(K)[論 文3)の(2・10)式 に対 応]の 積 をKに つ い て積 分 し
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た形をしているので、 Σφφ(K)が 化学ポテンシャルμに依存 しない とい う論文3)の 議論 も誤

りである可能性がある。その場合、一般のグリーン関数(η 点頂点関数)も 修正が必要である

可能性があるが、これも再検討課題である。

本論文は、平成15年度奈良大学研究助成(研 究課題 「有限温度 ・有限密度における場の量子

論の相構造の研究」)の 補助を受けて行った研究の成果の一部である。
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